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Abstract

The purpose of the present work is to describe a dequantization procedure for topological modules
over a deformed algebra. We define the characteristic variety of a topological module as the common
zeroes of the annihilator of the representation obtained by setting the deformation parameter to zero.
On the other hand, the Poisson characteristic variety is defined as the common zeroes of the ideal
obtained by considering the annihilator of the deformed representation, and only then setting the
deformation parameter to zero.

Using Gabber’s theorem, we show the involutivity of the characteristic variety. The Poisson
characteristic variety is indeed a Poisson subvariety of the underlying Poisson manifold. We compute
explicitly the characteristic variety in several examples in the Poisson-linear case, including the dual
of any exponential solvable Lie algebra. In the nilpotent case, we show that any coadjoint orbit
appears as the Poisson characteristic variety of a well chosen topological module.

Résuḿe:

Nous pŕesentons dans ce travail un procéd́e de d́equantification pour des modules topologiques sur
une alg̀ebre d́eformée. Nous d́efinissons la variét́e caract́eristique d’un module topologique comme
l’ensemble des źeros communs de l’annulateur de la représentation obtenue en annulant le paramètre
de d́eformation. Nous d́efinissons par ailleurs la variét́e de Poisson caractéristique comme l’ensemble
des źeros communs de l’id́eal obtenu par quotient en annulant le paramètre de d́eformation dans
l’annulateur de la représentation d́eformée.
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Nous montrons̀a l’aide du th́eor̀eme de Gabber l’involutivit́e de la varíet́e caract́eristique. La varíet́e
de Poisson caractéristique est une sous-variét́e de Poisson de la variét́e de Poisson sous-jacente. Nous
explicitons la varíet́e caract́eristique dans plusieurs exemples, incluant le dual des algèbres de Lie
résolubles exponentielles. Dans le cas nilpotent nous montrons que toute orbite coadjointe est la
variét́e de Poisson caractéristique d’un module topologique bien choisi.
© 2004 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

Une sous-varíet́e involutive (ou co-isotrope) d’une variét́e de PoissonV est une sous-
variét́e plonǵeeW telle que l’id́eal des fonctions qui s’annulent surW est une sous-algèbre
de Poisson deC∞(V ). Dans le contexte de la quantification par déformation, plusieurs
auteurs ([9,14]) ont ŕecemment proposé des ḿethodes pour associerà une sous-variét́e
involutive un id́ealà gauche de l’alg̀ebre d́eformée (C∞(V )[[ν]] , ∗), où l’ étoile-produit sur
V provient des constructions de M. Kontsevich[33] ou de D. Tamarkin[39].

Nous proposons dans cet article une démarche inverse : décrire un proćed́e pour
déquantifiercertains modules sur une algèbre d́eformée, c’est-̀a-dire associer̀a un tel module
une sous-variét́e involutive et une sous-variét́e de Poisson de la variét́e de Poisson sous-
jacente. Le cadreC∞ est mal adapté, mais le cadre analytique ou algébrique convient : nous
travaillons d’abord sur le corps des complexes, puis, considérant une involution naturelle
sur l’algèbre d́eformée nous mettons eńevidence une classe de modules pour lesquels les
objets ainsi mis eńevidence vivent sur le corps des réels. Ce sont les modulesfortement
pseudo-unitaires, c’est-̀a-dire les modules munis d’une forme bilinéaire hermitienne non
déǵeńeŕee compatible avec l’involution,̀a valeurs dansC[[ν]] (où ν est le param̀etre de
déformation), et telle que la forme bilinéaire quotient̀a valeurs dansC obtenue enν = 0
est encore non-d́eǵeńeŕee.

Soit (V, {, }) une varíet́e de Poisson analytique réelle (resp. alǵebrique) c’est-̀a-dire une
variét́e analytique ŕeelle (resp. alǵebrique) munie d’un 2-tenseurP à coefficients analytiques
(resp. ŕeguliers) tel que le crochet de Schouten [P,P ] s’annule. Le crochet de Poisson munit
le faisceau structuralOdes germes de fonctions analytiques (resp. régulìeres) d’une structure
de faisceau d’alg̀ebres de Poisson.

Nous nous limiterons au cas platV = Rd . En complexifiant nous obtenons donc une
structure de variét́e de Poisson analytique complexe (resp. algébrique) surVC = Cd . Nous
noteronsA l’algèbre de PoissonOV des fonctions analytiques (resp. polynomiales) surC

d

(c’est l’espace des sections globales du faisceau structural). M. Kontsevich[33] a construit
un étoile-produit # surV :

f#g =
∑
k≥0

νkCk(f, g),

où les coefficientsCk sont des oṕerateurs bidiff́erentiels d́ecrits à l’aide de formules
compl̀etement explicites ne faisant intervenir que les dérivées partielles des constantes
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de structure du 2-tenseur de Poisson (voir aussi[6] et [34]). En particulier si le 2-
tenseur de Poisson està coefficients analytiques (resp. polynomiaux) alors l’étoile-produit
est aussìa coefficients analytiques (resp. polynomiaux). Autrement dit l’étoile-produit
# munit A = A[[ν]] d’une structure d’alg̀ebre associative topologiquement libre sur
C[[ν]]. Cette alg̀ebre est naturellement filtrée parAn = νnA, et son gradúe assocíe Gr
A est naturellement isomorphèa l’algèbre de polyn̂omesA[ν] munie du produit com-
mutatif deA étendu parC[ν]-lin éarit́e. Enfin cetétoile-produit est̀a coefficients ŕeels
: si f et g sont des fonctions surV à valeurs ŕeelles, alorsf#g est aussìa valeurs
réelles.

L’ étoile-produit # de M. Kontsevich estéquivalentà un autreétoile-produit∗ ([33],
Section 8),[34,15] ayant les m̂emes propríet́es, et v́erifiant de plus la propriét́e suivante :
pour toutf, g dans le centre de (A, ∗) on a:

f ∗ g = fg.

Les deux alg̀ebres (A,#) et (A, ∗) sont bien entendu isomorphes. Nous appellerons le
produit∗ étoile-produit de Duflo-Kontsevich[5].

Nous nous placerons exclusivement dans le cadre algébrique. Nous d́efinissons dans le
premier paragraphe la variét́e caract́eristiqueV (M) ⊂ VC d’un A-module topologique-
ment libreM ainsi que sa variét́e de Poisson caractéristiqueVA(M) en adaptant les
définitions de[28] de la façon suivante : consid́erant l’annulateur AnnM duA-module
M nous d́efinissonsV (M) comme l’ensemble des zéros communs de l’annulateur du
A-moduleM =M/νM, et VA(M) comme l’ensemble des zéros communs de Ann
M/(AnnM ∩ νA). Ces deux objets sont des sous-variét́es affines deCn (i.e. d́efinies par
l’annulation d’un nombre fini de polyn̂omes).

Nous montrons (̀a l’aide de[24]) queV (M) est une sous-variét́e involutive deVC, que
VA(M) est une sous-variét́e de Poisson deVC (ce qui justifie l’appellation), et que l’on a
toujours l’inclusion:

V (M) ⊂ VA(M).

Après avoir montŕe (̀a l’aide de[13]) que l’involutionf 	−→ f ∗ définie par:

f ∗(ξ) = f (ξ̄)

est un anti-automorphisme de l’algèbre (A, ∗), nous introduisons la notion deA-module
fortement pseudo-unitaire, et nous montrons que la variét́e caract́eristique d’unA-module
fortement pseudo-unitaire est définie sur le corps des réels, ainsi que sa variét́e de Poisson
caract́eristique.

Plus pŕeciśement, on prolonge d’abord la conjugaison complexe en un automorphisme
deC[[ν]] en décŕetant queν = i� est imaginaire pur, c’est-à-direν = −ν. Nous dirons que
le moduleM est pseudo-unitaire (ou, de fac¸onéquivalente, que la représentation qui lui est
assocíee est une∗-repŕesentation[11]), s’il existe une forme sesquilinéaire non-d́eǵeńeŕee
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〈−,−〉ν à valeurs dansC[[ν]] surM qui soit hermitienne, i.e.

〈m, n〉ν = 〈n,m〉ν, m, n ∈M

et compatible avec l’involution, i.e. vérifiant pour touta ∈ A:

〈am, n〉ν = 〈m, a∗n〉ν.

La forme 〈−,−〉ν induit par passage au quotient une forme hermitienne〈−,−〉0 sur
M à valeurs dansC. Si cette forme est non-déǵeńeŕee nous dirons que le module
M est fortement pseudo-unitaire (ou, de fac¸on équivalente, que la représentation as-
socíee est une∗-repŕesentation fortement non-déǵeńeŕee). Contrairement̀a [11], nous
ne faisons pas forcément d’hypoth̀ese de positivit́e sur la forme sesquilińeaire. Un
module fortement pseudo-unitaire muni d’une forme définie positive sera ditfortement
unitaire.

Dans le deuxìeme paragraphe nous adaptons ce cadre aux variét́es de Poisson lińeaires.
Soit doncg une alg̀ebre de Lie ŕeelle de dimension finie, et soitV = g∗. L’algèbre d́eformée
A = S(g)[[ν]] s’identifie, via la version formelle de l’isomorphisme de Duflo,à l’algèbre
enveloppante formelle complexifiée:

Uν(g
C) = T (gC)[[ν]]/〈x⊗ y − y ⊗ x− ν[x, y]〉.

Il est possible de sṕecialiser l’ind́etermińee ν en une valeur non nulle dans l’écriture
de l’étoile-produit ([33], Section 8) : introduisons la famillèa un param̀etre complexe
d’algèbres de LiegCν0

, de m̂eme espace sous-jacentgC avec le crochet de Lie:

[X, Y ]ν0 = ν0[X, Y ].

L’ évaluation enν = ν0 fournit une loi non-commutative∗ν0 sur S(gC), qui est la multi-
plication de l’alg̀ebre enveloppante degCν0

transport́ee par l’isomorphisme de Duflo. Nous
introduisons auParagraphe 2.7la notion demodule topologiquement libre faiblement con-
vergent, qui nous permet de spécialiser l’ind́etermińeeν en une valeur non nulléegalement
au niveau des représentations : de fac¸on pŕecise un module topologiquement libre faible-
ment convergent surA est unA-module topologiquement libreM = M[[ν]] sur A, où
M est un espace topologique localement convexe śepaŕe, tel qu’il existeR > 0 tel que
pour touta ∈ A0 et pour toutm ∈ M la śerie entìereπν(a)m est faiblement convergente de
rayonR. Ici A0 désigne la sous-C[ν]-algèbre deA engendŕee parA etπν la repŕesentation
assocíee.

Soit maintenant (g�)�∈R la familleà un param̀etre ŕeel d’alg̀ebres de Lie ŕeelles de m̂eme
espace sous-jacentg, avec le crochet:

[X, Y ]� = �[X, Y ].
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Nous montrons (Proposition 3.2.1et Théor̀eme 3.3.1) l’ équivalence entre la notion de
A-module fortement unitaire faiblement convergent de rayonR et la notion de famille
à un param̀etre (ρ�)�∈]−R,R[ de repŕesentations unitaires deg� telle que la famille de
repŕesentations deU(g�) � (S(g), ∗�) assocíee d́epende faiblement analytiquement du
param̀etre�. Le passage d’une notioǹa l’autre est donńe par la formule:

ρ�(X) = −iπν(X)|ν=i�

pour toutX ∈ g. Le facteuri s’explique par le fait que� est ŕeel alors que l’ind́etermińeeν
est formellement imaginaire pure.

Le troisìeme paragraphe est consacréà quelques exemples dans le cadre Poisson-linéaire,
plus pŕeciśement dans les cadres nilpotent et résoluble, mis̀a part les modules de Verma
traités en conclusion.

Dans la dernìere partie,̀a l’aide de la ḿethode des orbites de Kirillov[32] et des ŕesultats
de N.V. Pedersen[35,36]nous d́eterminons, dans le cas des algèbres de Lie ŕesolubles ex-
ponentielles la variét́e caract́eristique d’un module fortement unitaire obtenu par induction
unitaire d’une polarisation réelle quelconque. Nous montrons enfin que lorsqueV est le dual
d’une alg̀ebre de Lie nilpotente toute feuille symplectique (c’est-à-dire toute orbite coad-
jointe) peut se voir comme la variét́e de Poisson caractéristique d’unA-module fortement
unitaireM bien choisi.

Cetteétude montre que le cadre tracé auSection 2pour une vaste classe de variét́es de
Poisson s’accorde bien avec la méthode des orbites de Kirillov dans le cas des variét́es de
Poisson lińeaires.

Remarque: contrairement̀a l’anneau des polyn̂omes, l’anneau des fonctions holomorphes
surCn n’est pas noeth́erien. En revanche l’anneau des germes de fonctions holomorphes
en un point donńe est noeth́erien. Dans l’optique d’une adaptation de nos méthodes au
cadre analytique il serait donc intéressant de “faisceautiser” la construction présent́ee ici,
c’est-̀a-dire de d́equantifier des faisceaux de modules topologiquement libres sur le faisceau
(O[[ν]] , ∗) d’algèbres d́eformées (qui a un sens puisque l’étoile-produit est bidiff́erentiel).
Cette m̂eme approche devrait permettre d’adapter le présent travail̀a des varíet́es alǵebriques
lisses plus ǵeńerales[44].

Remerciements: Nous remercions Georges Pinczon d’avoir attiré notre attention sur le
point ci-dessus, et Charles Torossian pour ses remarques pertinentes.

2. Objets ǵeométriques assocíes aux alg̀ebres d́eformées

Nous gardons les notations de l’introduction en nous limitant exclusivement au cadre
algébrique. Nous introduisons la notion d’idéal divisible de l’alg̀ebre d́eforméeA, puis
nous introduisons, en nous inspirant de[28], la notion de varíet́e caract́eristique pour unA-
module topologiquement libre. C’est un fermé de Zariski deV . Nos varíet́es caract́eristiques
ne sont pas forćement coniques (contrairementà ce qui se passe dans[28] ou [25]), ceci
grâce à l’introduction du param̀etre de d́eformation dans la construction. La notion de
pseudo-unitarit´e fortepermet de faire vivre ces variét́es caract́eristiques sur le corps des
réels.
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2.1. Modules topologiques sur l’anneau des s´eries formelles

Nous reprenons les définitions de ([31], Section XVI), ([15], Section A.1) et ([22],
Section 2.1). Soitk[[ν]] l’anneau des śeries formelles sur un corps quelconquek. On munit
cet anneau de la topologieν-adique, d́efinie par la distance ultraḿetrique:

d(a, b) = 2−val(a−b),

avec vala = sup{j, a ∈ νjk[[ν]]}. Cette distance fait dek[[ν]] un anneau topologique com-
plet. Sur toutk[[ν]]-moduleM on met une topologie invariante par translation en décidant
que lesνjM, j ∈ N forment une base de voisinages de zéro. Cette topologie est sépaŕee
si et seulement si l’intersection desνjM est ŕeduiteà {0}. Dans ce cas on peut définir la
valuation :

valm = sup{j,m ∈ νjM}

et d́efinir la topologie par la distance ultramétrique associéed(m,m′) = 2−val(m−m′).
On dira qu’unk[[ν]]-moduleM estsans torsionsi l’action deν est une injection deM

dansM. On rappelléegalement ([22], Section 2.1) qu’unk[[ν]]-module topologiquement
libre est un moduleM isomorphèaM[[ν]] pour un certain espace vectorielM.

Proposition 2.1.1([31] Proposition 6.2.4 et[15] Lemma A1).Un k[[ν]]-moduleM est
topologiquement libre si et seulement s’il est s´eparé, complet et sans torsion.

Voir également ([12], Section 3.5.4). Remarquons que pour un module topologiquement
libreM = M[[ν]], l’espace vectorielM peut se voiŕegalement comme le quotientM/νM.

SoitM un k[[ν]]-module, et soitN un sous-k[[ν]]-module deM. Consid́erons les
k-espaces vectorielsM =M/νM etN = N/νN. L’inclusion i : N ↪→M induit une ap-
plicationk-linéaire:

i0 : N −→ M.

On dira ([20], Section 4.5) que le sous-k[[ν]]-moduleN estdivisible si l’application i0
est injective. Autrement ditN est divisible si et seulement siνN = N ∩ νM. Un exemple
simple de sous-k[[ν]]-module non divisible estνM[[ν]] ⊂ M[[ν]]. Pour toutk[[ν]]-module
M, on écrira aussi “m = O(νj) dansM” pour m ∈ νjM. Un sous-k[[ν]]-moduleN de
M est donc divisible si et seulement si pour toutm ∈ N, m = O(ν) dansM implique
m = O(ν) dansN.

L’algèbre associativeAdéfinie dans l’introduction est par construction unC[[ν]]-module
topologiquement libre. Nous appelleronsA-module topologiqueunC[[ν]]-moduleMmuni
d’une applicationC[[ν]]-bilin éaire:

# : A×M −→M

(ϕ,m) 	−→ πν(ϕ)m

faisant deM unA-module.
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Proposition 2.1.2.SoitM unA-module topologique. Alors l’applicationC[[ν]]-bilinéaire
# : A×M→M définissant le module est continue pour les topologiesν-adiques deA
et deM.

Démonstration.Soientm ∈M eta ∈ A. la familleWj = #(a,m) + νjM forme une base
de voisinages de#(a,m) = πν(a)m. Consid́erant les voisinagesUj = a+ νjA et Vj =
m+ νjM de a et dem respectivement, il est alors clair que l’image par# du produit
Ui × Vj est incluse dansWj, ce qui montre la continuité. En particulier la multiplication
deA×A dansA estC[[ν]]-bilin éaire continue pour la topologieν-adique, et fait donc de
A une alg̀ebre topologique.

SoientM1 etM2 deuxA-modules topologiques. Un morphisme deA-modules topolo-
giques (ouopérateur d’entrelacement) deM1 versM2 est une applicationC[[ν]]-lin éaire
continue commutant aux actions deséléments deA. On dit queM1 etM2 sontéquivalents
s’il existe un oṕerateur d’entrelacement bijectif bicontinu deM1 surM2.

2.2. Idéaux divisibles

CommeA = A[[ν]] est topologiquement libre on identifieraA avecA/νA. SoitJ un
idéalà gauche deA. Il est imḿediat de voir queJ = J/(J ∩ νA) est un id́eal de l’alg̀ebre
commutativeA. La situation est bien sûr la même avec les id́eauxà droite.

Proposition 2.2.1.SoitJ un idéal bilatère divisible deA. Alors J = J/(J ∩ νA) est un
idéal de Poisson deA.

Démonstration.Soienta0 ∈ J et b0 ∈ A. Soit a = a0 + νa1 + · · · ∈ J repŕesentanta0 et
soitb = b0 + νb1 + · · · ∈ A repŕesentantb0. Par divisibilit́e deJ on a:

1

ν
(a ∗ b− b ∗ a) ∈ J,

d’où on d́eduit, en consid́erant le terme constant, que{a0, b0} appartient̀aJ .
Remarquons que, commeJ est divisible, on peut aussi identifierJ àJ/νJ.

2.3. Annulateurs

SoitMunA-module topologique. On définit l’annulateurAnnMdu moduleMcomme
l’ensemble desϕ ∈ A tels queπν(ϕ)m = 0 pour toutm ∈M. On voit imḿediatement que
alors AnnM est un id́eal bilat̀ere deA, et que AnnM est divisible siM est sans torsion.

Proposition 2.3.1.SoitM unA-module. AlorsM =M/νM est un module sur l’alg`ebre
commutativeA = A/νA.

Démonstration.C’est imḿediat. On noteraπ0 la repŕesentation deA dans le moduleM
assocíee.

Proposition 2.3.2.SoitM un A-module topologique. Alors l’annulateur duA-module
M =M/νM est stable par le crochet de Poisson deA.
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Démonstration.On noteπν la repŕesentation deA dans le moduleM. L’annulateur deM
peut se voir comme l’ensemble desf ∈ A tels queπν(f )u = O(ν) pour toutu ∈M. Pour
toutf, g ∈ AnnM on a dansM:

πν(f ∗ g)u = πν(f )πν(g)u = O(ν2),

ce qui nous donne :

πν({f, g})u = 1

ν
πν(f ∗ g− g ∗ f ).u+O(ν) = O(ν),

d’où le ŕesultat.
Remarque: L’anneauA étant noeth́erien[12], l’annulateur deM est finiment engendré.

2.4. Involutivité

SoitV = Rd une varíet́e de Poisson plate algébrique ŕeelle (comme dans l’introduction),
et soitW ⊂ VC une sous-variét́e affine. SoitI(W) l’id éal deA constitúe par les fonc-
tions qui s’annulent surW . On dira queW est involutive ou co-isotropesi l’id éal
I(W) est stable par le crochet de Poisson. C’estéquivalent à l’annulation du 2-
tenseur de Poisson sur la deuxième puissance extérieure du fibŕe conormal deW
[9,14].

Proposition 2.4.1.SoitW une sous-vari´eté affine deVC. SoitWr la partie non-singulière
deW . Si W est involutive, alors pour toute feuille symplectiqueS de VC coupantWr

transversalement l’intersectionWr ∩ S est une sous-vari´eté co-isotrope deS, c’est-à-dire
que pour toutx ∈ Wr ∩ S on a:

(Tx(W
r ∩ S))ω ⊂ Tx(W

r ∩ S), (2.4.1)

où l’exposantω désigne l’orthogonal dansTxS pour la forme symplectique.

Nous adaptons la démonstration de la Proposition 19 de ([25] Section 2.1.4). Soitx ∈
Wr ∩ S. Soit Px le 2-tenseur de Poisson enx, et soit P̃x : T ∗

x V
C → TxV

C l’application
linéaire antisyḿetrique associée, d́efinie par:

〈η, P̃x(ξ)〉 = Px(ξ, η). (2.4.2)

L’image deP̃x est pŕeciśementTxS.

Lemme 2.4.2.On a l’égalité:

Tx(W
r ∩ S)ω = P̃x(Tx(W

r ∩ S)⊥), (2.4.3)

où l’exposant⊥ désigne l’orthogonal d’un sous-espace dans le dual.

Démonstration.Soit ξ ∈ Tx(Wr ∩ S)⊥. Alors pour toutY ∈ Tx(Wr ∩ S) on a:

ω(P̃x(ξ), Y ) = 〈ξ, Y〉 = 0, (2.4.4)
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ce qui montre l’inclusion:

P̃x(Tx(W
r ∩ S)⊥) ⊂ Tx(W

r ∩ S)ω.

Pour montrer l’inclusion inverse on considère unX dansTx(Wr ∩ S)ω. C’est l’image par
P̃x d’un élémentξ deT ∗

x V , et il est imḿediat d’apr̀es(2.1)queξ appartient̀aTx(Wr ∩ S)⊥.
Fin de la démonstration de laProposition 2.4.1: Soit X ∈ TxS. Par d́efinition d’une

feuille symplectique il existeϕ ∈ A telle queX cöıncide avec le champ hamiltonienHϕ(x).
AlorsX appartient̀a (Tx(Wr ∩ S))ω si et seulement si pour toutY ∈ Tx(Wr ∩ S) on a:

ω(X, Y ) = Y · ϕ(x) = dϕ(x)(Y ) = 0.

Maintenant, l’espaceBx desdϕ(x) où ϕ ∈ I(W) est l’orthogonal deTxWr. Grâceà la
condition de transversalité nous pouvons donćecrire:

Tx(W
r ∩ S)⊥ = (TxW

r ∩ TxS)⊥ = Bx + (TxS)⊥, (2.4.5)

Soient doncX, Y ∈ Tx(Wr ∩ S)ω. D’après(2.1) et le Lemme 2.4.2il existeϕ,ψ ∈ I(W)
telles queX = P̃x(dϕ(x)) = Hϕ(x) etY = Hψ(x). On a alors gr̂aceà l’involutivit é:

ω(X, Y ) = {ϕ,ψ}(x) = 0, (2.4.6)

Ce qui termine la d́emonstration.
Remarque: on a l’égalit́e:

Tx(W
r ∩ S)ω = P̃x

(
(TxW

r)⊥
)
. (2.4.7)

On a une ŕeciproque partiellèa laProposition 2.4.1:

Proposition 2.4.3.SoitW une sous-vari´eté affine deVC. SoitWr la partie non-singulière
deW . Supposons qu’il existe un ensemble Zariski-denseU deWr tel que:

(1) pour toutx ∈ U, l’intersection deWr avec la feuille symplectiqueSx passant parx est
transverse.

(2) Wr ∩ Sx est co-isotrope dansSx.

AlorsW est involutive.

Démonstration.On voit facilement que sous les hypothèses de la proposition, sif et g
appartiennent̀a I(W) alors{f, g} s’annule sur l’ensemble Zariski-denseU deWr, et donc
surW tout entier. Rappelons[41] que m̂eme dans le cas algébrique que nous considérons,
les feuilles symplectiques ne sont pas en géńeral des sous-variét́es alǵebriques deVC. Un
exemple de cette situation est donné auParagraphe 4.4.

2.5. Variétés caractéristiques

SoitM unA-module topologique. Lavariété caractéristiqueV (M) deM est d́efinie
comme l’ensemble des zéros communs de l’annulateur duA-moduleM =M/νM. SiM
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est sans torsion, on appelleravariété de Poisson caract´eristique deM et, comme dans[28],
on noteraVA(M) l’ensemble des źeros communs de l’id́eal AnnM/(AnnM ∩ νA) deA.
Cette terminologie est justifiée auCorollaire 2.5.3ci-dessous.

CommeA est un anneau commutatif noethérien, le gradúe assocíe A[ν] de A est
aussi noeth́erien ([12], Section 3.2, corollaire 1). On peut donc appliquer le théor̀eme
d’intégrabilit́e des varíet́es caract́eristiques de Gabber ([24], Theorem I):

Théorème 2.5.1(Intégrabilit́e des caractéristiques: O. Gabber).Supposons queM soit un
A-module finiment engendr´e, et soitM =M/νM. Alors le radicalJ(M) deAnnM est
stable par le crochet de Poisson.

Remarque: J(M) est l’idéal deśeléments deA qui s’ annulent sur la variét́e caract́eristique
V (M). Le th́eor̀eme dit donc queV (M) est involutive.

Théorème 2.5.2.L’ensemble des z´eros communs d’un id´eal de Poisson est une sous-vari´eté
de Poisson deVC.

Démonstration.Soit J un idéal de Poisson deA, et soitf ∈ J . Soit x annulant tous les
éléments deJ , et soity = φt(x), où (φt)|t|<ε est le flot d’un champ de vecteurs hamiltonien
Hg, g ∈ A. Par analyticit́e du flot, on a pour|t| assez petit:

(f ◦ φt)(x) =
∞∑
k=0

1

k!
(adkg · f )(x)tk, (2.5.1)

où le membre de droite est convergent. Or le terme:

(adkg · f )(x) = {g, {g, . . . {g, f } . . .}}(x)

s’annule, puisqueJ est un id́eal de Poisson. Donc (f ◦ φt)(x) s’annule pourt assez petit. On
en d́eduit que la feuille symplectique passant parxest entìerement contenue dans l’ensemble
des źeros communs deJ .

Corollaire 2.5.3. La variété de Poisson caract´eristique VA(M) d’un A- module
topologique sans torsionM est une sous-vari´eté de Poisson deVC.

Démonstration.CommeM est sans torsion, l’id́eal AnnM deA est divisible, et donc
d’apr̀es laProposition 2.2.1AnnM/(AnnM ∩ νA) est un id́eal de Poisson deA.

Proposition 2.5.4.Pour toutA-module topologique sans torsionM on a l’inclusion:

V (M) ⊂ VA(M). (2.5.2)

Démonstration.Ce ŕesultat d́ecoule naturellement des caractérisations suivantes:

AnnM = Ann(M/νM) = {ϕ0 ∈ A/πν(ϕ0) = O(ν)}
AnnM/(AnnM ∩ νA) = {ϕ0 ∈ A/∃ϕ = ϕ0 + νϕ1 + · · · ∈ A/πν(ϕ) = 0}.

(2.5.3)
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Il est clair que le deuxième id́eal est contenu dans le premier, d’où l’inclusion inverse des
variét́es caract́eristiques.

Remarque: les annulateurs de deux modules topologiquement libreséquivalents sont
égaux. La varíet́e de Poisson caractéristiqueVA(M) ne d́epend donc que de la classe
d’équivalence deM. Il n’en va pas de m̂eme de la varíet́e caract́eristiqueV (M).

2.6. Involution et∗-représentations

Cattaneo et Felder ont remarqué ([13], Section 2) que l’alg̀ebre (A,#) est naturellement
munie d’une involution. Nous adaptons ici leurs arguments, et nous allons montrer que
cette involution est́egalement une involution pour l’étoile-produit∗ de Duflo-Kontsevich.
Onétend la conjugaison complexe en un automorphisme involutif deC[[ν]] en posant sim-
plement̄ν = −ν. On consid̀ere doncν comme “imaginaire pur”, et nous poseronségalement
ν = i�, où � = �̄ peutêtre consid́eŕe comme “ŕeel”.

Proposition 2.6.1.L’involution semi-linéairef 	→ f ∗ deA définie par:

f ∗(ξ) = f (ξ̄) (2.6.1)

est un anti-automorphisme de l’alg`ebre(A,#).

Démonstration.Dans l’expression de l’étoile-produit on peut remplacer le paramètreν par
n’importe quelle śerie formelle sans terme constant. En particulier on peut remplacerν

par � = −iν (qui vérifie alors�̄ = �). L’ étoile-produit #étant d́efini par des oṕerateurs
bi-diff érentiels̀a coefficients ŕeels, on v́erifie facilement que l’on a:

(f#�g)
∗ = f ∗#�g

∗. (2.6.2)

d’où l’on déduit:

(f#νg)
∗ = f ∗#−νg∗. (2.6.3)

Enfin, on sait (voir la remarquèa la fin du, Section 2 de[13]) que l’ étoile-produit de
Kontsevich v́erifie la propríet́e de parit́e alterńee de ses coefficients, c’est-à-dire:

f#−νg = g#νf. (2.6.4)

D’après(2.0)on a donc:

(f#νg)
∗ = g∗#νf

∗, (2.6.5)

d’où le ŕesultat.

Proposition 2.6.2.L’involutionf 	→ f ∗ estégalement un anti-automorphisme de l’alg`ebre
(A, ∗) munie de l’étoile-produit de Duflo-Kontsevich. Elle se restreint `aA et sa restriction
est un (anti-) automorphisme de l’alg`ebre commutativeA.
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Démonstration.SoitD = I + νD1 + · · · l’opérateur diff́erentiel formel qui ŕealise l’́equiva-
lence entre les deux́etoile-produits:

f ∗ g = D(D−1f#D−1g). (2.6.6)

Cet oṕerateur d’́equivalenceD està coefficients ŕeels, et commute donc avec l’involution
f 	→ f ∗. L’involution semi-lińeairef 	→ f 0 définie par:

f 0 = D[(D−1f )∗] (2.6.7)

cöıncide donc avecf 	→ f ∗. Dans le cadre des variét́es de Poisson lińeaires (voir,Section
3.1, ci-dessous) on a m̂eme l’́egalit́e entre les deux́etoile-produits.

L’involution se restreint de manière évidenteà A. De plus l’involution respecteνA,
et l’involution ainsi d́efinie surA/νA correspond̀a cette restriction via l’isomorphisme
canonique deA surA/νA.

Soitπν une repŕesentation de (A, ∗) dans un module topologiqueM. A la suite de[11]
on dit queπν est une∗-représentationdeA dansM si on a:

〈πν(f )u, v〉ν = 〈u, πν(f )∗v〉ν, u, v ∈M, f ∈ A (2.6.8)

pour une certaine forme sesquilinéaire〈−,−〉ν hermitienne non-d́eǵeńeŕee (sans hypoth̀ese
de positivit́e) surM à valeurs dansC[[ν]]. On dira que l’∗-repŕesentation estunitairesi de
plus cette forme sesquilinéaire est d́efinie positive, c’est-̀a-dire〈x, x〉ν > 0 pour toutx ∈M
non nul, l’ordre surR[[ν]] étant l’ordre lexicographique.

Cette forme sesquilińeaire d́efinit par passage au quotient une forme sesquilinéaire sur
M =M/νM à valeurs dansC. Nous supposerons que la forme〈−,−〉ν estfortement non-
dégénérée, c’est-̀a-dire que nous supposerons aussi non-déǵeńeŕee la forme quotient surM.
Dans ce cas on dira que l’∗-repŕesentation est fortement non déǵeńeŕee. Une repŕesentation
fortement non d́eǵeńeŕee et unitaire sera dite fortement unitaire.

UnA-module unitaire (resp. pseudo-unitaire) sera par définition un module topologique
muni d’une repŕesentation unitaire (resp. d’une∗-repŕesentation) deA. UnA-module forte-
ment unitaire (resp. fortement pseudo-unitaire) sera par définition un module topologique
muni d’une repŕesentation fortement unitaire (resp. d’une∗-repŕesentation fortement non
déǵeńeŕee) deA.

Proposition 2.6.3.Soitπν une∗-représentation fortement non-d´egénérée de(A, ∗) dans un
module topologiqueM. Alors l’annulateur deM =M/νM est engendr´e par un nombre
fini d’éléments auto-adjoints deA. Il en est de mˆeme deAnnM/(AnnM ∩ νA).

Démonstration.Tout élémentf deA s’écrit de manìere unique:

f = f+ + if−, (2.6.9)

où f+ etf− sont auto-adjoints. On a:

f+ = 1

2
(f + f ∗), f− = 1

2i
(f − f ∗). (2.6.10)

Grâceà la non-d́eǵeńerescence du produit scalaire surM on voit que sif appartient̀a AnnM,
f ∗ appartient aussìa AnnM. Soit{f1, . . . , fk} un syst̀eme de ǵeńerateurs de AnnM. Il est
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alors clair que AnnM est engendré par{f+
1 , . . . , f

+
k , f

−
1 , . . . , f

−
k }. Le même raisonnement

s’appliquèa AnnM/(AnnM ∩ νA), comme on peut le voir en utilisant la deuxièmeégalit́e
(2.1)et la pseudo-unitarité forte deM.

Corollaire 2.6.4. Sous les hypoth`eses ci-dessus, la vari´eté caractéristiqueV (M)d’unmod-
ule fortement pseudo-unitaire est r´eelle, de mˆeme que sa vari´eté de Poisson caract´eristique
VA(M) lorsqueM est sans torsion.

Démonstration.La varíet́e caract́eristiqueV (M) est d́efinie par les 2k équations:

f+
j (ξ) = f−

j (ξ) = 0, j = 1, . . . , k. (2.6.11)

Or les polyn̂omesf±
j sont bieǹa coefficients ŕeels par d́efinition de l’involution. Le raison-

nement pourVA(M) est identique.
Remarque 1: La Proposition 2.6.3et le Corollaire 2.6.4n’utilisent pas d’hypoth̀ese

de positivit́e sur le produit scalaire. Il faut noter que les notions de non-déǵeńerescence
introduites ici sont diff́erentes de celles introduites dans[11], qui par ailleurs se placent
d’embĺee dans le cas unitaire.

Remarque 2: On notera indiff́eremmentV (M) = V (πν) pour la varíet́e caract́eristique,
etVA(M) = VA(πν) pour la varíet́e de Poisson caractéristique.

2.7. Modules topologiquement libres convergents

Nous aurons besoin par la suite de spécialiser le param̀etre de d́eformationν en une valeur
complexe non nulle, en faisant converger les séries formelles. SoitM = M[[ν]] un mod-
ule topologiquement libre sur l’algèbre d́eforméeA = A[[ν]], et soitπν la repŕesentation
assocíee. On suppose de plus queM est un espace topologique localement convexe śepaŕe.
SoitA0 la sous-C[ν]-algèbre deA engendŕee parA. C’est l’ensemble des sommes:

N∑
j=0

νjαj,

oùn ∈ N et chaqueαj est une somme de termes du typea1 ∗ · · · ∗ ar, aveca1, . . . , ar ∈ A.
On dira queM = M[[ν]] est faiblement convergent s’il existeR > 0 tel que pour tout
a ∈ A0 et toutm ∈ M la śerie entìereπν(a)m converge faiblement pourν = ν0 dans le
disque de rayonR vers un vecteur deM que l’on noterãπν0(a)m. L’unicité de cette limite
faible est assurée par le th́eor̀eme de Hahn-Banach. Le rayon de convergenceRM du module
est alors d́efini comme la borne supérieure des rayonsR ci-dessus.

Proposition 2.7.1.Un module topologiquement libre faiblement convergentM = M[[ν]]
de rayonRM induit une famille de repr´esentations(π̃ν0)ν0∈D(0,RM) deA0 dansM.

Démonstration.Pour touta, b ∈ A, pour toutm ∈ M et pour toutm′ dans le dual topologique
M ′ on aégalit́e entre śeries formelles:

〈m′, πν(a ∗ b)m〉 = 〈m′, πν(a)πν(b)m〉. (2.7.1)
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L’ égalit́e reste valide lorsquea et b sont dansA0. On a convergence de ces deux séries
entìeres enν = ν0 ∈ D(0, RM) , et le membre de droite est aussi la limite de la série entìere
〈m′, πν(a)π̃ν0(b)m〉 enν = ν0. On a donc pour toutν0 ∈ D(0, RM) l’ égalit́e dansM:

π̃ν0(a ∗ b)m = π̃ν0(a)π̃ν0(b)m. (2.7.2)

3. Application au cas des varíetés de Poisson lińeaires

Nous allons appliquer les résultats pŕećedents aux représentations des algèbres de Lie.
L’ingr édient essentiel ici est la spécialisation du param̀etre de d́eformationνen un imaginaire
pur quelconque, ce qui permet (Théor̀eme 3.3.1) d’associer̀a un module topologiquement
libre faiblement convergent fortement unitaire sur l’algèbre d́eformée une familleà un
param̀etre ŕeel (ρ�) de repŕesentations unitaires d’algèbres de Lie.

SoitV = Rd une varíet́e de Poisson lińeaire. Alors le dualV ∗ des formes lińeaires sur
V forme une sous-alg̀ebre de Lieg de l’algèbreA des polyn̂omes surV munie du crochet
de Poisson. On voit donc la variét́e de PoissonV comme le dualg∗ de l’algèbre de Lieg.
Le crochet de Poisson de Kirillov-Kostant-Souriau s’exprime pourf, g ∈ A et ξ ∈ g par la
formule ([43], Section 3):

{f, g}(ξ) = 〈ξ, [df (ξ), dg(ξ)]〉.

3.1. L’algèbre(A, ∗)

Soitg une alg̀ebre de Lie sur le corpsR, et soitA = S(gC). Il résulte des travaux de B.
Shoikhet sur l’annulation des poids associés aux “roues”[23], [38], que les deux́etoile-
produits # et∗ cöıncident. L’alg̀ebre (A, ∗) est isomorphèa "l’algèbre enveloppante formelle
complexifíee":

Uν(g
C) = T (gC)[[ν]]

〈x⊗ y − y ⊗ x− ν[x, y]〉 , (3.1.1)

et on a pŕeciśement:

f ∗ g = τ−1(τf · τg). (3.1.2)

Ici τ : A→ Uν(gC) est l’isomorphisme de Duflo[18]:

τ = σ ◦ J(D)1/2, (3.1.3)

où σ est la syḿetrisation etJ(D)1/2 est l’oṕerateur diff́erentiel d’ordre infinìa coefficients
constants correspondantà la śerie formelle:

J(x)1/2 =
(

det
sh adν/2x

adν/2x

)1/2

. (3.1.4)

On notera (Sn(gC))n≥0 la filtration croissante usuelle de l’algèbre syḿetrique. On peut
sṕecialiser la valeur du param̀etre de d́eformationν : en effet, pour toutf, g dansA la śerie
enν définissantf ∗ g est polynomiale enν ([33], Section 8), et donc peut s’évaluer en tout
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nombre complexeν: l’ étoile-produit engendre donc une famille de lois associatives non-
commutatives (∗ν) surA, le param̀etreν parcourant l’ensemble des nombres complexes.
Chacune de ces algèbres s’identifie via l’isomorphisme de Dufloτν à l’algèbre enveloppante
de l’algèbre de LiegCν , d’espace vectoriel sous-jacentgC mais avec le crochet défini par
[x, y]ν = ν[x, y]. Pour un param̀etre ŕeel� on noterag� l’algèbre de Lie ŕeelle d’espace
vectoriel sous-jacentg mais avec le crochet défini par [x, y]� = �[x, y].

3.2. Modules topologiquement libres convergents sur(A, ∗)

Nous reprenons les notations duSection 2.7. Rappelons queA0 désigne la sous-C[ν]-
algèbre deA engendŕee parA. Comme la śerie entìerea ∗ b est un polyn̂ome enν pour tout
a, b ∈ A on a:

A0 = A[ν].

Pour toutν0 ∈ C l’ évaluation enν0:

evν0 : A0 −→ (A, ∗ν0)
n∑
k=0

νkak 	−→
n∑
k=0

νk0ak

est un morphisme deC-algèbres.

Proposition 3.2.1. SoitR > 0, et soit pour toutν0 ∈ D(0, R) une représentationπν0 de
l’alg èbre (A, ∗ν0) dans un espace vectoriel topologique localement convexe s´eparé M.
On suppose que pour touta ∈ A, m ∈ M et ν0 ∈ D(0, R), le vecteurπν0(a)m est donn´e
par l’ évaluation enν0 d’une série entière faiblement convergente de rayon≥ R. Alors
tout ν0 dans le disque de rayonR induit une représentationπ̃ν0 = πν0 ◦ evν0 deA0 dans
M, etM = M[[ν]] est alors un module topologiquement libre faiblement convergent
de rayon≥ R.

Réciproquement un module topologiquement libre faiblement convergent de rayon≥ R

induit pour toutν0 ∈ D(0, R) une représentationπν0 de(A, ∗ν0) dansM.

Démonstration.Soienta, b ∈ A etm ∈ M. L’ égalit́e:

πν0(a ∗ν0 b)m = πν0(a)πν0(b)m

pour toutν0 ∈ D(0, R) implique l’égalit́e entre śeries formelles:

πν(a ∗ b)m = πν(a)πν(b)m,

ce qui fait deM = M[[ν]] un module topologiquement libre. Il est par construction faible-
ment convergent de rayon≥ R.

Réciproquement siM est un espace vectoriel topologique localement convexe śepaŕe et
siM = M[[ν]] est unA-module topologiquement libre faiblement convergent de rayon
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≥ R, consid́erons pour toutν0 ∈ D(0, R) la repŕesentatioñπν0 deA0 dansM donńee par la
Proposition 2.7.1. Si on noteπν0 la restriction dẽπν0 àA ⊂ A0, on a imḿediatement pour
toutm ∈ M:

πν0(a)πν0(b)m = π̃ν0(a)π̃ν0(b)m = π̃ν0(a ∗ b)m = πν0(a ∗ν0 b)m.

3.3. Unitarité

On appelle repŕesentation unitaire d’une algèbre de Lieg une repŕesentationρ dans un
espace pŕehilbertien telle que les opérateursρ(X) sont antihermitiens pour toutX ∈ g. Le
théor̀eme suivant montre comment relier un module topologiquement libre surA fortement
unitaire et convergent̀a une familleρ� de repŕesentations unitaires de l’algèbre de Lieg�,
lorsque� prend des valeurs réelles.

Théorème 3.3.1.SoitR > 0,et soitM un espace vectoriel topologique localement convexe
séparéM préhilbertien (i.e. muni d’un produit scalaire hermitien). On suppose queM =
M[[ν]] est unmodule topologiquement libre faiblement convergent de rayon≥ R.Soit pour
toutν0 ∈ D(0, R) la représentationπν0 de l’algèbre(A, ∗ν0) dansM associéeàM par la
Proposition 3.2.1. Alors:

(1) l’ égalité:

ρ�(X) = −iπi�(X)

définit une représentationρ� de l’algèbre de Lieg� dansM pour tout� ∈ D(0, R).
(2) Les deux propositions suivantes sont ´equivalentes:

(a) Pour tout� ∈] − R,R[ la représentationρ� est unitaire.
(b) Lemodule topologiquement libreM = M[[ν]], muni du produit scalaire `a valeurs

dansC[[ν]] prolongeant naturellement celui deM, est fortement unitaire.

Démonstration.On a pourX, Y ∈ g:
[ρ�(X), ρ�(Y )] = −[πi�(X), πi�(Y )] = −i�πi�([X, Y ]) = �ρ�([X, Y ]),

= ρ�([X, Y ]�),

d’où la premìere partie de la proposition. L’unitarité du module topologiqueM = M[[ν]]
se traduit pour touta ∈ A etu, v ∈M par l’égalit́e entre śeries formelles:

〈πν(a)u, v〉 = 〈u, πν(a∗)v〉.

Comme nous avons supposé que l’ind́etermińee ν est imaginaire pure, cettéegalit́e se
sṕecialise (au vu de laProposition 3.2.1) en tout param̀etre ν0 ∈ i] − R,R[ : pour tout
a ∈ A etu, v ∈ M on a:

〈πν0(a)u, v〉 = 〈u, πν0(a∗)v〉.
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CommeX∗ = X pour toutX ∈ g on voit immédiatement que les opérateursπi�(X) sont
bien hermitiens pour tout� ∈] − R,R[. L’opérateurρ�(X) est donc bien antihermitien, d’où
l’implication b) ⇒ a). La réciproque est imḿediate.

4. Exemples

Nous explicitons ici la varíet́e caract́eristique et la varíet́e de Poisson caractéristique dans
quelques exemples Poisson-linéaires. Le lemme suivant nous sera utile dans plusieurs de
ces exemples ainsi qu’au chapitre IV:

Lemme 4.0.1.SoitK un compact deRn d’intérieur non vide,m un entier non nul,R > 0,
et soit(Pν)ν∈D(0,R) une famille d’opérateurs différentiels d’ordre≤ m dont les coefficients
restreintsàK dépendent analytiquement deν.Alors pour toutϕ ∈ C∞

c (Rn) à support inclus
dansK et pour toute distributionT de support inclus dansK la fonctionν 	→ 〈T, Pν(ϕ)〉
est analytique surD(0, R).

Démonstration.SoitC∞
K (Rn) l’espace des fonctions lisses surRn à support inclus dansK.

On munit cet espace de la topologie de Fréchet d́efinie par les seminormes:

Nk(ϕ) = sup
|α|≤k

sup
x∈K

|Dαϕ(x)|.

On consid̀ere le laplacien< surRn. Il existe un entierL tel que la distribution (1−<)−LT
soit une fonction continue surK, carT est d’ordre fini. On a alors par intégrations par
parties:

〈T, Pν(ϕ)〉 =
∫
K

(1 −<)−LT (x)(1 −<)LPν(ϕ)(x) dx.

Onécrit le d́eveloppement en série entìere:

(1 −<)LPν(ϕ)(x) = P ′
ν(ϕ)(x) =

∑
k≥0
νkQk(ϕ)(x),

où lesQk sont des oṕerateurs diff́erentiels d’ordre≤ m+ 2L. Les coefficients deP ′
ν étant

donńes surK par des śeries entìeres convergentes surD(0, R), il existe pour toutr < R
une constanteC telle que les coefficients deQk sont tous majoŕes surK en module par
Cr−k. On a donc:

sup
x∈K

|Qk(ϕ)(x)| ≤ C′r−kNm+2L(ϕ),

d’où la majoration:∣∣∣∣∫
K

(1 −<)−LT (x)Qkϕ(x) dx| ≤ C′(VolK)Nm+2L(ϕ) sup
x∈K

|(1 −<)−LT (x)

∣∣∣∣ r−k.
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Sur le disque de rayonr l’expression〈T, Pν(ϕ)〉 est donc donńee par la śerie entìere
convergente:

〈T, Pν(ϕ)〉 =
∑
k≥0

νk
∫
K

(1 −<)−LT (x)Qkϕ(x) dx.

Ceci étant vrai pour toutr < R on a bien convergence de cette série entìere sur
D(0, R).

4.1. Le groupe de Heisenberg

Consid́erons le groupe de HeisenbergH2n+1 = Rn × Rn × R muni du produit

(x, y, z) · (x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z+ z′ + 1
2(xy′ − x′y)).

Son alg̀ebre de Lieh2n+1 est engendrée par〈X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, Z〉 dont les crochets
de Lie sont donńes par:

[Xi,Xj] = δijZ, i, j = 1, . . . , n.

Pourfλ = λZ∗ +∑n
i=1 aiX

∗
i +∑n

i=1 biY
∗
i ∈ h∗2n+1, consid́erons la repŕesentationρλ as-

socíeeàfλ par la ḿethode des orbites.

Cas 1.Siλ �= 0 on peut prendrefλ = λZ∗, en effet, la dimension deρλ est infinie et l’orbite
assocíeeàfλ sous l’action coadjointe estCfλ = {(λ, u, v), u, v ∈ Rn}.

Si on ŕealiseρλ à l’aide de la polarisationb = 〈Y1, Y2, . . . , Yn, Z〉, alorsρλ agit sur
l’espaceL2(Rn). On notera aussiρλ sa diff́erentielle, qui se ŕealise dans l’espace de Fréchet
des vecteursC∞, qui est ici l’espace de SchwartzS(Rn) [32]. Elle est donńee par:

ρλ(Z) = −iλ
ρλ(Xi) = − ∂

∂ti
, i = 1, . . . , n

ρλ(Yj) = itj, j = 1, . . . , n.

Ainsi, la repŕesentationρλ
�

est d́efinie par les relations:


ρλ
�
(Z) = −iλ

ρλ
�
(Xi) = − ∂

∂ti
, i = 1, . . . , n

ρλ
�
(Yj) = i�tj, j = 1, . . . , n.

Le caract̀ere polynomial en� de ces expressions nous permet d’utiliser laProposition 3.2.1
et le Théor̀eme 3.3.1, ce qui fait deM = S(Rn)[[ν]] un module topologiquement libre
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faiblement convergent (de rayon infini) fortement unitaire. La représentation deA assocíee
s’écrit:

πλν (Z) = λ

πλν (Xi) = −i ∂
∂ti
, i = 1, . . . , n

πλν (Yj) = −iνtj, j = 1, . . . , n.

L’annulateur deπλν est donc engendré parZ − λ, et donc:

VA(πλν ) = Cfλ.

Par suite,
πλ0(Z) = λ

πλ0(Xi) = −i ∂
∂ti
, i = 1, . . . , n

πλ0(Yj) = 0, j = 1, . . . , n.

On en d́eduit alors que Ann(πλ0) est engendré par〈Z − λ, Yj, j = 1, . . . , n〉.
Il vient alors que:

V (πλν ) =
{
l ∈ h∗2n+1

l(Z − λ)
= 0 etl(Yj) = 0, j = 1, . . . , n

}
= λZ∗⊕n

i=1RX
∗
i = fλ + b⊥.

Un calcul analogue montre que si on réalise ρλ à l’aide de la polarisationb′ =
〈X1, . . . , Xn, Z〉, alors on a aussi queV (πλν ) = fλ + b′⊥ et donc on voit clairement que
V (πλν ) dépend de la ŕealisation deπλ.

Cas 2.Si λ = 0, alors, l’orbiteCf0 se ŕeduit au point{f0} et la polarisation associéeà f0
est l’alg̀ebre de Lieh2n+1 toute entìere. Ainsi,

ρ0(X) = −if0(X),pour toutX ∈ h2n+1.

Dans ce cas, on a que :π0
ν (X) = π0

0(X),pour toutX ∈ h2n+1. On en d́eduit alors que
l’annulateur deπ0

ν est l’idéal engendŕe par{X− f0(X), X ∈ h2n+1}. Il s’ensuit alors que

V (π0
ν ) =

{
l ∈ h∗2n+1

l(X− f0(X))
= 0, ∀X ∈ h2n+1

}
= {f0},

et de m̂eme,VA(π0
ν ) = {f0}.
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4.2. L’algèbre de Lie filiforme de pasn

Consid́erons le groupe de Lie nilpotent filiforme de pasn, Gn d’algèbre de Liegn de
dimensionn+ 1 muni d’une base de Jordan–Hölder (X1, . . . , Xn+1) avec

[Xn+1, Xj] = Xj−1, j = 2, . . . , n.

Soit (X∗
1, . . . , X

∗
n+1) la base duale deg∗. Le centre deg est engendré par le vecteurX1. Soit

l = l1X
∗
1 + · · · + ln+1X

∗
n+1 ∈ g∗ avecl1 �= 0. Alors,b(l) =Vect{X1, . . . , Xn} est un id́eal

ab́elien degn qui polarisel.
Comme l’ensemble indice de Pukanszky est{2, n+ 1}, sans perte de géńeralit́e, on peut

supposer quel2 = ln+1 = 0 (voir [7]). La repŕesentation unitaire et irréductibleρ = ρl
assocíeeà l se ŕealise alors surL2(R). Sa diff́erentielle est donńee par:



ρ(Xn+1) = − ∂
∂t

ρ(X1) = −il1
ρ(X2) = itl1

ρ(X3) = −i
(
l3 + 1

2t
2l1

)
.

.

.

ρ(Xn) = −i
(
ln − ln−1t + 1

2ln−2t
2 + · · · + (−1)n−3 l3

(n− 3)! t
n−3 + (−1)n−1 l1

(n− 1)! t
n−1
)
.

Il s’ensuit alors que la représentationρ� est d́etermińee par:



ρ�(Xn+1) = − ∂
∂t

ρ�(X1) = −il1
ρ�(X2) = +itl1
ρ�(X3) = −i

(
l3 + 1

2
2t2l1

)
.

.

.

ρ�(Xn)= −i
(
ln−ln−1t+ 1

2ln−2
2t2+· · ·+ l3

(n− 3)! (−t)n−3+ l1
(n−1)! (−t)n−1

)
.

Ces expressionśetant polynomiales en� on peut encore appliquer laProposition 3.2.1et le
Théor̀eme 3.3.1, ce qui fait deM = S(R)[[ν]] un module faiblement convergent fortement
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unitaire. On obtient:

πν(Xn+1) = −i ∂
∂t

πν(X1) = l1

πν(X2) = +iνtl1
πν(X3) = l3 − 1

2ν
2t2l1

.

.

.

πν(Xn) = ln + iνln−1t − 1
2ν

2ln−2t
2 + · · · + (iν)n−3 l3

(n− 3)! t
n−3 + (iν)n−1 l1

(n− 1)! t
n−1.

Faisantν = 0 on obtient donc:



π0(Xn+1) = −i ∂
∂t

π0(X1) = l1

π0(X2) = 0

π0(X3) = l3

.

.

.

π0(Xn) = ln.

En remarquant que Ann(π0) est engendré par〈X1 − l1, X2, X3 − l3, . . . , Xn − ln〉, il vient
que pourf = (f1, . . . , fn+1) ∈ g∗, f ∈ V (πν) si et seulement sif ∈ l+ b(l)⊥. D’autre
part on voit que l’annulateur deπν est engendré par lesvk, k = 1, . . . , n, avec :

vk = Xk − lk − lk−1

l1
X2 − lk−2

2l21
X2

2 − · · · − l3

(k − 3)!lk−3
1

Xk−3
2 − 1

(k − 1)!lk−2
1

Xk−1
2 .

La varíet́e de Poisson caractéristiqueVA(πν) est donćegaleà l’orbite coadjointeCl.

4.3. L’algèbre de Lie du groupe affine de la droite

Consid́erons le groupe de Lie complétement ŕesoluble “aX+ b” défini par

G =
{(

a b

0 1

)
, a, b ∈ R eta > 0

}
.



22 A. Baklouti et al. / Journal of Geometry and Physics 54 (2005) 1–41

Son alg̀ebre de Lie estg = RX⊕ RY , où

X =
(

1 0

0 0

)
etY =

(
0 1

0 0

)

et dont le crochet de Lie est donné par [X, Y ] = Y .
Ce groupe possède deux représentations unitaires et irréductiblesρ+ et ρ− assocíees

respectivement aux formes linéairesY∗ et −Y∗. Les différentielles de ces représentations
sont d́efinies par:ρ+(X) = − d

dx
ρ+(Y ) = −ie−x

et ρ−(X) = − d
dx

ρ−(Y ) = ie−x.

Alors, les expressions deρ+,� etρ−,� sont donńees respectivement par:

ρ+,�(X) = − d
dx

ρ+,�(Y ) = −ie−�x

et ρ−,�(X) = − d
dx

ρ−,�(Y ) = ie−�x.

On restreint ces diff́erentielles̀aM = C∞
K (R) où K est un compact d’intérieur non vide.

Appliquant d’abord leLemme 4.0.1puis laProposition 3.2.1et leThéor̀eme 3.3.1on fait
deM = M[[ν]] un module faiblement convergent fortement unitaire (de rayon infini). Les
annulateurs des représentationsπ+ν etπ−ν sont ŕeduits au singleton{0} et par conśequent,
les ensemblesVA(π+,ν) et VA(π−,ν) sontégauxà g∗. En prenantν = 0, il vient que les
annulateurs deπ+,0 et π−,0 sont respectivement engendrés par〈Y − 1〉 et 〈Y + 1〉. On
obtient alors que:

V (π+,ν) =
{

l = xX∗ + yY∗ ∈ g∗
∀ϕ ∈ Annπ+,0, ϕ(l) = 0

}
=
{
l = xX∗ + yY∗ ∈ g∗

y − 1 = 0

}
= Y∗ + b⊥
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où b = RY est la polarisation asociée aux formesY∗ et−Y∗. De m̂eme,

V (π−,ν) =
{
l = xX∗ + yY∗ ∈ g∗

y + 1 = 0

}
= −Y∗ + b⊥.

Remarque: Pour ces deux représentations, la variét́e de Poisson caractéristique cöıncide
avec l’adh́erence de Zariski de l’orbite coadjointe associée.

4.4. Un exemple r´esoluble exponentiel de dimension 3

Soit g l’algèbre de Lie engendrée par les trois vecteurs{A,X, Y} dont les crochets de
Lie sont donńes par: [A,X] = X− Y , [A, Y ] = X+ Y et soitG = expg. Alors,G est un
groupe de Lie exponentiel non complètement ŕesoluble.

Soit f = xX∗ + yY∗ + aA∗ ∈ g∗. Si x2 + y2 = 0, alors, l’orbite def est ŕeduite au
singleton{f }. Ainsi, le calcul pŕećedent de l’Exemples 4.1. montre que dans ce cas,
V (πf,ν) = {f }.

Dans le cas òu x2 + y2 �= 0, la sous-alg̀ebreb engendŕee par〈X, Y〉 est une polarisation
def vérifiant la condition de Pukanszky. Soit alorsχf le caract̀ere d́efini surB = expb
parχf (expU) = e−if (U) etρf = IndGBχf . On sait[4] qu’il existe un uniqueθ ∈ [0,2π[ tel
queρ = ρθ = ρfθ où fθ = cosθX∗ + sinθY∗. L’orbiteC assocíeeàρ est paraḿetriśee par

C = {sA∗ + e−t cos(t + θ)X∗ + e−t sin(t + θ)Y∗, s, t ∈ R}.

D’autre part, on a que:


ρ(A) = − d

dt
ρ(X) = −ie−t cos(θ + t)
ρ(Y ) = −ie−t sin(θ + t)

et


ρ�(A) = − d

dt
ρ�(X) = −ie−�t cos(θ + �t)
ρ�(Y ) = −ie−�t sin(θ + �t).

On se restreint comme dans l’exemple préćedentà M = C∞
K (R) où K est un compact

d’intérieur non vide. Appliquant d’abord leLemme 4.0.1puis laProposition 3.2.1et le
Théor̀eme 3.3.1on fait deM = M[[ν]] un module faiblement convergent fortement unitaire
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(de rayon infini). La repŕesentationπν deA s’écrit:
πν(A) = −i d

dt
πν(X) = eiνt cos(θ − iνt)
πν(Y ) = eiνt sin(θ − iνt).

et 
π0(A) = −i d

dt
π0(X) = cosθ

π0(Y ) = sinθ.

Il s’ensuit alors que l’annulateur deπν est ŕeduità {0}, et donc:

VA(πν) = g∗.

La varíet́e de Poisson caractéristique cöıncide donc ici aussi avec l’adhérence de Zariski de
l’orbite coadjointe associée. Pour le voir il suffit de se convaincre que la spirale logarithmique
est Zariski-dense dans le plan, en remarquant que toute droite passant par l’origine intersecte
cette spirale en une infinité de points. Par ailleurs l’annulateur deπ0 est l’idéal engendŕe
par les deux ǵeńerateurs{X− cosθ, Y − sinθ}. SoitB = expb. La repŕesentationρ agit
sur l’espaceL2(G/B) qui est isomorphèaL2(expRA). On a alors,

V (πν) =
{

l ∈ g∗
l(X− cosθ)

= 0 et l(Y − sinθ) = 0

}
= fθ + RA∗ = fθ + b⊥.

4.5. L’algèbre de Lie du groupe diamant

C’est l’algèbre de Lie ŕeelleg de dimension 4 de base (H,P,Q,E) avec les crochets:

[H,P ] = −Q, [H,Q] = P, [P,Q] = E,

les autres crochetsétant nuls. Notre ŕeférence est M. Vergne dans ([8] Chapitre VIII, Section
1.4). SiX = aH + bP + cQ+ dE on calcule facilement la matrice de adX dans cette
base:

adX =


0 0 0 0

−c 0 a 0

b −a 0 0

0 −c b 0

 .
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On aégalement:

(adX)2 =


0 0 0 0

ab −a2 0 0

ac 0 −a2 0

b2 + c2 −ab −ac 0

 ,

ainsi que l’́egalit́e:

(adX)3 = −a2(adX).

On en d́eduit l’expression explicite:

exp(adX) = I + sina

a
adX+ 1 − cosa

a2
(adX)2.

Après transposition et passageà l’inverse on en d́eduit la matrice de exp(ad∗X) dans la base
duale:

exp(ad∗X)

=


1 csina

a + b1 − cosa
a −bsina

a + c1 − cosa
a (b2 + c2)1 − cosa

a2

0 cosa sina csina
a − b1 − cosa

a

0 − sina cosa −bsina
a − c1 − cosa

a

0 0 0 1

 .

L’action coadjointe de expX sur unélémentξ = µH∗ + βP∗ + γQ∗ + λE∗ s’écrit donc:

Ad∗(expX) · ξ =
(
µ+

(
c

sina

a
+ b1 − cosa

a

)
β +

(
−bsina

a
+ c1 − cosa

a

)
γ

+ (b2 + c2)
1 − cosa

a2
λ

)
H∗

+
(

(cosa)β + (sina)γ +
(
c

sina

a
− b1 − cosa

a

)
λ

)
P∗

+
(

(− sina)β+ (cosa)γ + (−bsina

a
− c1 − cosa

a
)λ

)
Q∗+λE∗.

On noteξi la i-ème coordonńee de Ad∗(expX).ξ. La dernìere coordonńeeξ4 est ici invariante
sous l’action coadjointe. Deux cas sontà consid́erer:

Premier cas: ξ4 = λ = 0. L’expressionξ2
2 + ξ2

3 = β2 + γ2 est invariante sur le sous-
espace d́efini parξ4 = 0. On voit alors que les orbites coadjointes correspondantes sont
les cylindres d’axeH∗ et chacun des points de cet axe, suivant queξ2

2 + ξ2
3 est strictement

positif ou s’annule. Ce sont exactement les orbites coadjointes du quotient deg par son
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centre (l’alg̀ebre de Lie du groupe des déplacements du plan) : nous traitons cet exemple
au paragraphe suivant.

Deuxième cas: ξ4 = λ �= 0. Faisant agir expY surξ avecY = bP + cQ on obtient:

Ad∗(expY ) · ξ = (µ+cβ + bγ + (b2+c2)λ)H∗ + (β+cλ)P∗ + (γ − bλ)Q∗ + λE∗.

En choisissant bienb et c on peut donc se ramener au cas où β = γ = 0, ce que nous
supposerons. La formule explicite donnant Ad∗(expX) · ξ se simplifie alors:

Ad∗(expX) · ξ =
(
µ+ (b2 + c2)

1 − cosa

a2
λ

)
H∗ +

(
c

sina

a
− b1 − cosa

a

)
λP∗

+
(

−bsina

a
− c1 − cosa

a

)
λQ∗ + λE∗.

On voit que l’on a:

ξ1 − ξ2
2 + ξ32

2ξ4
= µ, ξ4 = λ. (4.5.1)

Les orbites coadjointes dans ce cas-là sont donc les paraboloı̈des de ŕevolutionCλ,µ d’axe
H∗ donńes par leśequations(4.5.1).

Soitϕ la fonction entìere d’une variable complexe définie par:

ϕ(z) = shz/2

z/2
.

Il est clair que la matrice deϕ1/2(adX) est de la forme:
1 0 0 0

ϕ1/2(ia) 0 0

∗ ϕ1/2(ia) 0

∗ ∗ 1

 ,

d’où avec les notations duSection 3.1:

J(X)1/2 = sin(νa/2)

νa/2
.

L’isomorphisme de Duflo est donc donné par:

τ = sin(ν∂1/2)

ν∂1/2
◦ σ,

où∂1 désigne l’oṕerateur de d́erivée partielle∂/∂ξ1 dansg∗, et òuσ désigne la syḿetrisation.
Compte tenu deśequations(4.5.1)on voit facilement que l’alg̀ebreS(g)g des polyn̂omes
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invariants surg∗ est engendrée parC1 etC2, avecC1(ξ) = ξ4 etC2(ξ) = ξ2
2 + ξ2

3 − 2ξ1ξ4.
L’orbite coadjointeCλ,µ définie par (4.5.1) est donńee de fac¸on équivalente par les
équations :

C1(ξ) = λ, C2(ξ) = −2λµ. (4.5.2)

L’opérateurJ(D)1/2 agit par l’identit́e sur ces deux ǵeńerateurs, et donc l’isomorphisme
de Dufloτ se ram̀eneà appliquer la syḿetrisation sur les deux géńerateurs. Nous noterons
encore un peu abusivementC1 etC2 les deux Casimirsτ(C1) etτ(C2). On a explicitement:

C1 = E, C2 = P2 +Q2 − 2EH.

Nous utilisons maintenant les notations duSection 3. Pour tout ŕeel� il existe une famille
de repŕesentations unitaires irréductiblesρλ,µ;� deG� = expg�, dont les diff́erentielles sont
définies sur l’espace de SchwartzS(R) (muni du produit scalaire deL2(R)) par:

ρλ,µ;�(H) = −i
(

− 1

2λ

d2

dx2
+ 1

2
λ�2x2 + µ

)

ρλ,µ;�(P) = − d

dx

ρλ,µ;�(Q) = iλ�x

ρλ,µ;�(E) = −iλ.

Ces repŕesentations sont unitairementéquivalentesà celles que l’on obtient par in-
duction holomorpheà partir du pointµH∗ + λE∗ et de la polarisation complexe
h engendŕee par H,E,P + iQ ([8], Section V.4 et VIII.1.4.4). Les expressions
sont ici polynomiales en�. Posantν = i� et appliquant laProposition 3.2.1et le
Théor̀eme 3.3.1on en d́eduit une repŕesentation unitaireπλ,µ;ν de l’algèbre d́eformée
A dans le module topologiquement libreS(R)[[ν]], faiblement convergent fortement
unitaire:

πλ,µ;ν(H) = − 1

2λ

d2

dx2
− 1

2λν
2x2 + µ

πλ,µ;ν(P) = −i d

dx

πλ,µ;ν(Q) = iλνx

πλ,µ;ν(E) = λ.

En annulant le param̀etreν on voit que l’annulateur Annπλ,µ;0 est l’idéal deS(g) engendŕe
parE − λ,Q etC2 + 2λµ. On en d́eduit que la varíet́e caract́eristiqueV (πλ,µ;ν) est d́efinie
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par leséquations:

ξ2
2 + ξ2

3 − 2ξ1ξ4 = −2λµ, ξ4 = λ, ξ3 = 0.

La varíet́e caract́eristiqueV (πλ,µ;ν) est donc une ǵeńeratrice du paraboloı̈de de ŕevolution
Cλ,µ. La non-existence de polarisations réelles se traduit ici par le fait que la variét́e car-
act́eristique n’est pas un sous-espace affine (cf.Section 5.2).

L’annulateur Annπλ,µ;ν est quant̀a lui engendŕe dansA parC1 − λ etC2 + 2λµ. L’id éal
Annπλ,µ;ν/νAnnπλ,µ;ν est donc engendré dansS(g) parC1 − λ etC2 + 2λµ également.
On en d́eduit que la varíet́e de Poisson caractéristiqueVA(πλ,µ;ν) cöıncide avec l’orbite
coadjointeCλ,µ.

4.6. L’algèbre de Lie du groupe des d´eplacements du plan

C’est l’algèbre de Lie ŕeelleg de dimension 3 de base (H,P,Q) avec les crochets:

[H,P ] = −Q, [H,Q] = P,

les autres crochetśetant nuls. Nous nous référons encorèa l’article de M. Vergne ([8]
Chapter VIII, Section 1.3), ainsi qu’à [3]. SiX = aH + bP + cQ on calcule facilement la
matrice de adX dans cette base:

adX =

0 0 0

−c 0 a

b −a 0

 .
On aégalement:

(adX)2 =

0 0 0

ab −a2 0

ac 0 −a2

 ,
ainsi que l’́egalit́e:

(adX)3 = −a2(adX).

On en d́eduit la m̂eme expression explicite que dans l’exemple préćedent:

exp(adX) = I + sina

a
adX+ 1 − cosa

a2
(adX)2.
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Après transposition et passageà l’inverse on en d́eduit la matrice de exp(ad∗X) dans la base
duale:

exp(ad∗X) =

1 csina
a + b1 − cosa

a −bsina
a + c1 − cosa

a

0 cosa sina

0 − sina cosa.


L’action coadjointe de expX sur unélémentξ = µH∗ + βP∗ + γQ∗ s’écrit donc:

Ad∗(expX).ξ =
(
µ+

(
c

sina

a
+ b1 − cosa

a

)
β+

(
−bsina

a
+ c1 − cosa

a

)
γ

)
H∗

+ ((cosa)β + (sina)γ)P∗ + ((− sina)β + (cosa)γ)Q∗.

Les orbites coadjointes sont donc les pointsµH∗ et les cylindresCr, r > 0 d’axeH∗ et de
rayonr, définis par l’́equationξ2

2 + ξ2
3 = r2.

L’isomorphisme de Duflo est encore donné par:

τ = sin(ν∂1/2)

ν∂1/2
◦ σ,

où∂1 désigne l’oṕerateur de d́erivée partielle∂/∂ξ1 dansg∗, et òuσ désigne la syḿetrisation.
L’algèbre des invariants admetC : ξ 	→ ξ2

2 + ξ2
3 comme seul ǵeńerateur, et l’isomorphisme

de Duflo consiste encorèa appliquer l’identit́e sur ce ǵeńerateur. Le Casimirτ(C) que nous
notons encoreC s’écrit:

C = P2 +Q2.

On consid̀ere pourr > 0, � �= 0 et 0≤ λ < 1 la familleρr,λ;� de repŕesentations unitaires
irréductibles deG� = expg� suivantes : la représentationρr,λ;� agit sur l’espaceHλ des
classes de fonctions 2π-pseudo-ṕeriodiquesϕ, telles que :

ϕ(t + 2π) = e2iπλϕ(t),
∫ 2π

0
|ϕ(t)|2 dt < +∞.

Sa diff́erentielle est d́efinie par:

ρr,λ;�(H) = −� d

dθ

ρr,λ;�(P) = ir sin(θ)

ρr,λ;�(Q) = ir cos(θ)

sur l’espaceH∞
λ des vecteursC∞, qui est ici l’espace des fonctionsC∞ deHλ. Ces

expressions sont polynomiales en�. Posantν = i� et appliquant laProposition 3.2.1et le
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Théor̀eme 3.3.1on a donc une famille de représentations unitaires deA dans le module
topologiquement libre faiblement convergent fortement unitaireH∞

λ [[ν]]:

πr,λ;ν(H) = −ν d

dθ

πr,λ;ν(P) = −r sin(θ)

πr,λ;ν(Q) = −r cos(θ).

En annulantν on voit que l’annulateur Annπr,λ;0 est engendré parH et parP2 +Q2 − r2.
La varíet́e caract́eristique V (πr,λ;ν) est donc le cercle de cote nulle dansCr défini
par les équationsξ2

2 + ξ2
3 = r2 et ξ1 = 0. Elle est donc ind́ependante du paramètre

suppĺementaireλ. L’annulateur Annπr,λ;ν est quant̀a lui engendŕe dansA par C − r2.
L’id éal Annπr,λ;ν/νAnnπr,λ;ν est donćegalement engendré parC − r2 dansS(g). La varíet́e
de Poisson caractéristiqueVA(πr,λ;ν) est donćegaleà l’orbite coadjointeCr.

On consid̀ere maintenant l’espaceHωλ des vecteurs analytiques. Ce sont les fonctions
ϕ entìeres surR telles queϕ(t + 2π) = e2iπλϕ(t). SoitR l’opérateur surCω(R)[[ν]] défini
par:

Rϕ(θ) = νϕ(νθ).

Cet oṕerateur est injectif. Soit̃Cλ = R(Hωλ [[ν]]), et soitπ̃r,λ;ν la repŕesentation deA surC̃λ
définie par:

π̃r,λ;ν(X) = R ◦ πr,λ;ν ◦ R−1.

Les deux repŕesentations sontéquivalentes par construction, et on a :

π̃r,λ;ν(H) = − d

dθ

π̃r,λ;ν(P) = −r sin(νθ)

π̃r,λ;ν(Q) = −r cos(νθ).

L’annulateur dẽπr,λ;0 est engendré parP et parQ+ r. La varíet́e caract́eristiqueV (π̃r,λ;ν)
est donc cette fois-ci la géńeratrice du cylindreCr définie par leśequationsξ3 = −r et
ξ2 = 0.

4.7. Le cas semi-simple: modules de Verma

Soitg1 une alg̀ebre de Lie semi-simple complexe. La forme de Killing définie par:

(X, Y ) = Tr(adX ◦ adY )
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est non d́eǵeńeŕee et invariante par l’action adjointe. Elle induit donc un isomorphisme
linéaireκ deg1 sur son dualg∗1, défini par:

κ(X) = (X,−),

qui entrelace les représentations adjointe et coadjointe. SoitH un élément semi-simple de
g1, soith1 une sous-alg̀ebre de Cartan contenantH , soit< le syst̀eme de racines associé, et
soit<+ l’ensemble des racines positives provenant du choix d’un ordre surh∗1. On d́esignera
parW le groupe de Weyl associé à ces donńees.

La forme de Killing restreintèa h1 est non d́eǵeńeŕee. Soitλ = κ−1(H) ∈ g∗1. La
décomposition radicielle deg1 s’écrit:

g1 = n1− ⊕ h1 ⊕ n1+,

où n1± = ⊕
α∈±<+ g

α
1. Soit δ ∈ h∗1 la demi-somme des racines positives. La sous-algèbre

de Cartanh1 est orthogonalèan1+ etn1− pour la forme de Killing, ce qui permet de montrer
queκ−1(H) ∈ g∗1 s’annule surn1±. On identifiera donch∗1 à l’orthogonal den1− ⊕ n1+ dans
g∗1 en prolongeant trivialementà n1− ⊕ n1+ les formes lińeaires surh1. SiH est ŕegulier
le stabilisateur deλ pour l’action coadjointe est́egal à h1, et la sous-alg̀ebre ŕesoluble
b1 = h1 ⊕ n1+ est une polarisation résoluble enλ.

Le cadre ci-dessus s’applique aux algèbres de Lie (gν)ν∈C−{0} (avec les notations du,
Section 3.2), qui ont toutes le m̂eme espace vectoriel sous-jacent que nous noteronsg. Nous
continuerons̀a identifierg et son dual avec la forme de Killing deg = g1 (indépendamment
deν) et non pas avec celle degν. La d́ecomposition radicielle:

gν = nν− ⊕ hν ⊕ nν+

est ind́ependante deν en ce qui concerne les espaces vectoriels sous-jacents que nous
noteronsn−, h etn+. De m̂eme, on noteb+ = h⊕ n+ et:

gα = {X ∈ g, ∀A ∈ h, [A,X]ν = να(A)X}.

Le syst̀eme de racines associé à gν est doncν<, et gα cöıncide pour toutν avec le sous-
espace radiciel degν correspondant̀aνα. SoitMν

λ le module de Verma associé àλ pourgν.
On a :

Mν
λ = U(gν) ⊗

U(bν+)
C,

où unélémentA+ Y debν+ = hν ⊕ nν+ agit surC via la multiplication par (λ− νδ)(A), et
où l’action deU(gν) est donńee par la multiplicatioǹa gauche. Lorsqu’on regardeν comme
une ind́etermińee ce module est topologiquement libre surA = Uν(g) : il s’identifie en effet
àUν(n−), et doncà S(n−)[[ν]] via symétrisation. On a la d́ecomposition en sous-espaces
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de poids sous l’action dehν:

Mν
λ =

⊕
β∈Q+

(Mν
λ)λ−νδ−νβ,

où Q+ désigne l’ensemble des combinaisons linéaires à coefficients entiers positifs
d’éléments de<+. En annulantν on voit que toutA ∈ h0 agit surM0

λ par multiplica-
tion parλ(A), que l’action den0+ est triviale surM0

λ , et que l’action den0− est fid̀ele.
L’annulateur deM0

λ dansS(g) est donc l’id́eal engendŕe parn+ et par lesA− λ(A), A ∈ h.
On en d́eduit:

V (Mν
λ) = λ+ b⊥+.

Soit χνλ : Z(U(gν)) → C le caract̀ere central deMν
λ. Soit γν : Z(U(gν))−̃→S(h)W

l’isomorphisme d’Harish-Chandra degν ([17], Section 7.4). En considérantS(h)W comme
l’ensemble des polyn̂omesW-invariants surh∗ on a alors ([17], Section 7.4.6):

χνλ(u) = γν(u)(λ).

L’isomorphisme de Dufloτν : S(g)gν → Z(U(gν)) s’obtient en composantγ−1
ν à gauche par

la restrictionàh∗ (isomorphisme de Chevalley). Pour toutv ∈ S(g)gν on a donc finalement:

χνλ(τν(v)) = v(λ).

L’annulateur du module de VermaMν
λ est l’idéal bilat̀ere deU(gν) engendŕe par Kerχνλ

([17], Théor̀eme 8.4.3). Via l’isomorphisme de Duflo c’est donc l’idéal bilat̀ere de (S(g), ∗ν)
engendŕe par{v− v(λ), v ∈ S(g)gν}.

Consid́erons maintenantν comme une ind́etermińee etMν
λ comme module topolo-

giquement libre surA. L’id éal AnnMν
λ/(AnnMν

λ ∩ νA) deS(g) est donc l’id́eal engendŕe
par{v− v(λ), v ∈ S(g)gν}. On en d́eduit la varíet́e de Poisson caractéristique:

VA(Mν
λ) = {ξ ∈ g∗, v(ξ) = v(λ) pour toutv ∈ S(g)gν}.

Lorsqueλ (c’est-̀a-direH) est ŕegulier, c’est l’orbite coadjointe deλ. Lorsqueλ = 0 c’est
le cône nilpotent.

4.8. Modules de Verma et r´ealité

Le module de VermaMν
λ admet une forme bilińeaire syḿetrique naturelle ayant de

bonnes propríet́es de covariance : la forme de Shapovalov[37,19]. En la modifiant pour
la rendre sesquilińeaire hermitienne nous pourrons appliquer les résultats du Section 3.6.
On garde les notations duSection 4.7. Soit (X−α,Hα,Xα)α∈<+ une base de Chevalley
deg1. Alors (−iX−α,−iHα,−iXα)α∈<+ est une base de Chevalley degi (où i = √−1).
Soitgi,R la forme ŕeelle d́eploýee degi assocíee. Elle est d́efinie comme l’espace vectoriel
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réel engendŕe par les−iX−α,−iHα,−iXα. Ceci d́efinit une forme ŕeellegR de l’espace
vectoriel sous-jacentg, qui està son tour automatiquement une forme réelle d́eploýeegν,R
de l’algèbre de Liegν pour toutν imaginaire pur. La conjugaison respecte les sous-espaces
radiciels, donc a fortiori les trois composantes de la décomposition:

gν = nν− ⊕ hν ⊕ nν+.

La conjugaison surg (resp. surh) par rapport̀a cette forme ŕeelle induit une conjugaison
sur le dualg∗ (resp.h∗) grâceà la formule:

ξ̄(X) := ξ(X̄).

Nous étendons la conjugaison par multiplicativité à l’algèbre enveloppanteU(gν).
Cette alg̀ebre enveloppante admet (grâce au th́eor̀eme de Poincaré-Birkhoff-Witt) la
décomposition:

U(gν) = U(hν) ⊕ (nν−U(gν) + U(gν)nν+).

SoitPν : U(gν) → U(hν) la projection correspondantà cette d́ecomposition. D’apr̀es ce qui
préc̀ede cette projection est compatible avec la conjugaison, c’est-à-dire:

P(ū) = P(u) pour toutu ∈ U(gν).

Nous d́efinissons latranspositionsurU(gν) de la façon suivante:

tXα = X−α, tX−α = Xα,
tHα = Hα,

et onétend cette transposition en un anti-automorphisme deU(gν). Il est imḿediat de voir que
la transposition commute avec la conjugaison. Nous considérerons surU(gν) l’involution
(semi-lińeaire) d́efinie par:

a∗ =t ā.

Cette involution (restreintèag) définit une nouvelle conjugaison surg, et donc une nouvelle
forme ŕeellegR, qui est une forme réellecompactede chacune des algèbres de Lieg� où
� = −iν est un ŕeel non nul (cf.[27], Secton III.6). Remarquons que l’on a :

h ∩ gR = ih ∩ gR.

Nous noteronshR cette intersection et nous noteronsτ la conjugaison (dansg ou dansh ou
dans leurs duaux respectifs) par rapportà cette nouvelle forme réelle. Supposons alors que
λ ∈ h∗ est ŕeel, c’est-̀a-direτ(λ) = λ. L’involution ∗ surU(gν) cöıncide, via l’isomorphisme
de Duflo, avec l’involution donńee auSection 2, la conjugaisońetantτ.
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Plutôt que de consid́erer le module de VermaMλ
ν comme dans le,Section 4.7nous con-

sidérerons le module de VermaMλ+νδ
ν . Consid́erons maintenantν comme une ind́etermińee

: en tant que modules sur l’algèbre d́eforméeA ils cöıncidentàO(ν) près donc leurs variét́es
caract́eristiques et leurs variét́es de Poisson caractéristiques sont les m̂emes. Soiteνλ+νδ le
vecteur de plus haut poids deMν

λ+νδ. Supposons queλ soit ŕeel. Nous d́efinissons alors une
forme sesquilińeaire sur le module de VermaMν

λ+νδ par la formule:

〈m, n〉ν = 〈a.eνλ+νδ, b.eνλ+νδ〉ν = Pν(a
∗b)(λ).

C’est une version hermitienne de la forme de Shapovalov deMν
λ+νδ.

Proposition 4.8.1.La représentationπν deA = U(gν) dansM
ν
λ+νδ vérifie pour toutm, n ∈

Mν
λ et pour toutu ∈ U(gν):

〈um, n〉ν = 〈m, u∗n〉ν.

Démonstration.Soienta, b ∈ U(gν) tels quem = a.eνλ etn = b.eνλ. La proposition d́ecoule
immédiatement de l’́egalit́e:

〈ua.eνλ+νδ, b.eνλ+νδ〉 = 〈a.eνλ+νδ, u∗b.eνλ+νδ〉.

La repŕesentation associée est donc une∗-repŕesentation. De plus la forme quotient définie
par 〈−,−〉ν enν = 0 est hermitienne non déǵeńeŕee. Autrement dit le module de Verma
Mν
λ+νδ est fortement pseudo-unitaire. Nous pouvons donc appliquer les résultats du,Section

2.6. Les varíet́es caract́eristiquesV (πν) etVA(πν) sont donc d́efinies sur le corps des réels.
Elles sont donńees par les m̂emes formules explicites que dans lasection 4.7.

Remarque: Soitλ ∈ h∗. Alors, en utilisant le th́eor̀eme 7.6.24 de[17], il est facile de voir
que le module de VermaMν

λ+νδ est simple (et donc que la forme de Shapovalov est non-
déǵeńeŕee) sauf́eventuellement sur un ensemble discret dénombrable de valeurs deν. Par
ailleurs, sur la question de l’unitarisabilité de certains modules de plus haut poids, voir[21] et
[30].

5. Le cas ŕesoluble exponentiel

Dans le cas ŕesoluble exponentiel, nous explicitons dans ce paragraphe, en utilisant la
construction de[36], la varíet́e caract́eristique d’une représentationπν assocíee de manìere
naturelleà une repŕesentation monomiale unitaire quelconque induiteà partir d’une polar-
isation ŕeelle.

5.1. Rappels sur la m´ethode des orbites pour les groupes exponentiels

L’adaptation de la ḿethode des orbites de Kirillov aux groupes résolubles exponentiels
est duèa P. Bernat[8]. SoitG un groupe de Lie ŕesoluble exponentiel connexe et simplement
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connexe d’alg̀ebre de Lieg, soitf ∈ g∗ et soith une polarisation ŕeelle enf . NotonsH le
sous-groupe exph. SoitOf l’orbite coadjointe def et d=dimOf . Soitχf le caract̀ere de
H défini par:

χf (expX) = e−i〈f,X〉. (5.1.1)

Soit pr la surjection deOf surG/H définie par:

pr(g.f ) = gH. (5.1.2)

Celle-ci est bien d́efinie carH contient le stabilisateurGf def . On consid̀ere la restriction
du crochet de Poisson deg∗ à la feuille symplectiqueOf . Suivant[36] on d́esigne par
E0(Of ) l’espace des fonctionsϕ = ψ ◦ pr, oùψ ∈ C∞(G/H), et on d́esigne parE1(Of ) le
normalisateur deE0(Of ) dansC∞(Of ) pour le crochet de Poisson. ToutX ∈ g peut se voir
comme une fonction lińeaire surg∗. Elle induit par restriction une fonctionC∞ surOf que
l’on note encoreX.

Lemme 5.1.1.Pour toutX ∈ g la fonctionX appartientà E1(Of ).

Démonstration.Le champ hamiltonienHX assocíe à la fonctionX est égal au champ
fondamental donńe par l’action coadjointe:

HXϕ(η) = d

dt |t=0
ϕ(exp(−tX).η), η ∈ Of . (5.1.3)

on aϕ ∈ E0(Of ) si et seulement siϕ(gh.f ) = ϕ(g.f ) pour toutg ∈ G eth ∈ H , ou encore
siHXϕ = 0 pour toutX ∈ h. Il est donc clair que pour toutϕ ∈ E0(Of ) et pour toutt ∈ R,
η 	→ ϕ(exp−tX.η) appartient aussìaE0(Of ). On en d́eduit queHX.ϕ = {X, ϕ} appartient
aussiàE0(Of ).

Soit τ = (τ1, . . . , τd/2) : G/H−̃→C ⊂ Rd/2 une carte globale. On supposera ici que
l’ouvertC estégalàRd/2 en entier. C’est toujours possible dans le cas d’un groupe résoluble
exponentiel ([8,2]) en choisissant une base (X1, . . . , Xd/2) coexponentiellèah dansg et en
posant:

τ−1(x1, . . . , xd/2) = expx1X1 . . .expxd/2Xd/2H.

On supposera par la suite que la carte globaleτ est d́efinie comme ci-dessus. Soient
(q1, . . . , qd/2) les fonctions dansE0(Of ) définies par:

qj = τj ◦ pr. (5.1.4)

Nous utiliserons les deux résultats suivants ([36] Théor̀emes 2.2.2 et 3.2.3):

Théorème 5.1.2(N.V. Pedersen).Il existe une famille(p1, . . . , pd/2) dansE1(Of ) telle que
(p1, . . . , pd/2, q1, . . . , qd/2) forme une carte de Darboux globale:

# : Of −̃→Wf × Rd/2
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oùWf est un ouvert deRd/2, c’est-à-dire:

{pi, pj} = {qi, qj} = 0, {pi, qj} = δ
j
i . (5.1.5)

Cet ouvert estRd/2 en entier si et seulement si la polarisationh vérifie la condition de
Pukanszky:

H · f = f + h⊥. (5.1.6)

Théorème 5.1.3.(N.V. Pedersen)Soit(p, q) un système de coordonn´ees de Darboux glob-
ales:Of −̃→Wf × Rd/2 ⊂ Rd comme dans le th´eorème précédent. Alors:

(1) dans ces coordonn´ees l’espaceE0(Of ) s’identifie à l’espace des fonctions qui ne
dépendent que deq, et l’espaceE1(Of ) s’identifieà l’espace des fonctions:

ϕ(p, q) =
d/2∑
u=1

au(q)pu + a0(q) (5.1.7)

où a0, a1, . . . , ad/2 ∈ C∞(Rd/2). En particulier pour toutX ∈ g la fonction associ´ee
lue dans la carte s’´ecrit:

X(p, q) =
d/2∑
u=1

aX,u(q)pu + aX,0(q). (5.1.8)

où lesaX,u, u = 0, . . . , d/2 sont des fonctions dansC∞(Rd/2).
(2) Il existe une unique repr´esentation unitaire fortement continueρ deG dansL2(Rd/2)

telle que l’espaceH∞
ρ de ses vecteursC∞ contienneC∞

c (Rd/2), et telle que pour tout
ξ ∈ C∞(Rd/2) on a:

ρ(X)ξ(t) =
d/2∑
u=1

aX,u(t)
∂ξ(t)

∂tu
− iaX,0(t)ξ(t) + 1

2

 d/2∑
u=1

∂aX,u

∂tu
(t)

 ξ(t). (5.1.9)

Cette représentation est ´equivalente `a l’induite IndGHχf .

L’expression des fonctionsX(p, q) découle imḿediatement duLemme 5.1.1. Les fonc-
tions aX,u sont de plus entièresà croissance au plus exponentielle ([2] Théor̀eme 1.6).
On peut tirer une information supplémentaire sur la valeur enq = 0 des fonctions
aX,u:

Lemme 5.1.4.

(1) Pour toutX ∈ g on aaX,0(0) = 〈f,X〉.
(2) Pour toutX ∈ h et pour toutu = 1, . . . , d/2 on aaX,u(0) = 0.
(3) Pour toutj = 1, . . . , d/2 et pour toutu = 1, . . . , d/2 on a:

aXj,u(0) = −δuj .



A. Baklouti et al. / Journal of Geometry and Physics 54 (2005) 1–41 37

Démonstration.La premìere assertion d́ecoule imḿediatement du fait que le point deOf
de coordonńees (0,0) estf . La deuxìeme assertion vient du fait que l’ensemble des points
de coordonńees (p, q) avecq = 0 estH.f , qui est inclus dansf + h⊥. Quant au troisìeme
point, il découle d’un calcul direct:

aXj,u(0) = ∂

∂pu
Xj(p,0) = −{qu,Xj}(p,0) = {Xj, qu}(p,0)

= d

dt |t=0
qu(exp−tXj.(p,0))

= d

dt |t=0
qu(p, (0, . . . ,−t, . . .0)) (−t en positionj) = −δuj

5.2. Construction d’une repr´esentationπν deA

On applique la construction préćedentèa une famille (G�)�∈R−{0} de groupes exponen-
tiels. Plus pŕeciśement, soit (g�)�∈R la famille d’alg̀ebres de Lie ŕesolubles exponentielles
définie par un m̂eme espace vectoriel sous-jacentg, avec le crochet:

[X, Y ]� = �[X, Y ].

On notera exp� l’exponentielle deg� dansG�. Soit f ∈ g∗. L’orbite coadjointeOf,� =
G�.f ⊂ g∗ est la m̂eme pour tout� �= 0, mais la structure de Poisson dépend de� : pour
toutη ∈ g etϕ,ψ ∈ C∞(g∗) on a:

{ϕ,ψ}�(η) = �{ϕ,ψ}1(η) = �〈η, [dϕ(η),dψ(η)]〉. (5.2.1)

On notera toujoursOf cette orbite commune, lorsque la structure de Poisson n’a pas besoin
d’être pŕeciśee. En revanche l’orbiteOf,0 déǵeǹere et se ŕeduit au pointf , puisque le groupe
G0 est ab́elien.

Il existe un sous-espaceh de g qui est une polarisation réelle def dansg� pour tout
� �= 0. SoitH� = exp� h ⊂ G�. Soitχf,� le caract̀ere deH� défini par:

χf,�(exp�X) = e−i〈f,X〉. (5.2.2)

On utilise les ŕesultats rappelés auSection 5.1pour construire une réalisation simultańee
de toutes les induites IndG�H�χf,� dans le m̂eme espaceL2(Rd/2). En effet si (p, q) est le
syst̀eme de coordonńees de Darboux globales du théor̀eme 5.1 pourOf,1 (correspondant̀a
� = 1), alors pour tout� �= 0, un syst̀eme de coordonńees de Darboux globales pourOf,�
est donńe par (p, q′) = (p, �−1q) = (p1, . . . , pd/2, �

−1q1, . . . , �
−1qd/2). Pour toutX ∈ g

la fonction correspondante lue dans cette carte s’écrit:

X(p, q′) =
d/2∑
u=1

aX,u(q)pu + aX,0(q) =
d/2∑
u=1

aX,u(�q
′)pu + aX,0(�q′).
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Il existe donc pour tout� �= 0, d’apr̀es leThéor̀eme 5.1.3, une unique représentation unitaire
fortement continueρ� deG� dansL2(Rd/2) telle que l’espaceH∞

ρ�
de ses vecteursC∞

contienneC∞
c (Rd/2), et telle que:

ρ�(X)ξ(t) =
d/2∑
u=1

aX,u(�t)
∂ξ(t)

∂tu
− iaX,0(�t)ξ(t) + �

2

 d/2∑
u=1

∂aX,u

∂tu
(�t)

 ξ(t). (5.2.3)

Cette repŕesentation est́equivalentèa l’induite IndG�H�χf,�. Elle est irŕeductible si et seule-

ment si la polarisationh vérifie la condition de PukanszkyH�.f = f + h⊥ pour un quel-
conque� �= 0.

On peut par ailleurs facilement réaliser l’induite IndG0
H0
χf,0 dansL2(Rd/2), ce qui donne:

ρ0(exptXj).ϕ(t1, . . . , td/2) = ϕ(t1, . . . , tj−1, tj − t, tj+1, . . . , td/2),

et pour toutX ∈ h:

ρ0(exptX) · ϕ(t1, . . . , td/2) = e−it〈f,X〉ϕ(t1, . . . , td/2).

En différenciant ent = 0 on obtient:

ρ0(Xj) · ϕ(t1, . . . , td/2) = − ∂

∂tj
ϕ(t1, . . . , td/2), (5.2.4)

et pour toutX ∈ h:
ρ0(X) · ϕ(t1, . . . , td/2) = −i〈f,X〉.ϕ(t1, . . . , td/2). (5.2.5)

Grâce auLemme 5.1.4les notations sont cohérentes : la représentationρ0 deG0 dans
C∞
c (Rd/2) s’obtient en prolongeantà� = 0 la formule(5.1).
Soit maintenantK un compact fix́e deRd/2 d’intérieur non vide, et soitM = C∞

K (Rd/2)
l’espace des fonctionsC∞ à support dansK. Cet espace est pour tout réel� un sous-module
du module des vecteursC∞ deρ�. On munitM de la topologie de Fréchet d́efinie par les
seminormes:

Nk(ϕ) = sup
|α|≤k

sup
t∈K

|Dαϕ(t)|.

On reprend les notations duSection 3. Le dual topologique deM est l’espace des distribu-
tions de support inclus dansK. Soientϕ ∈ M et T ∈ M ′. Comme les fonctionsaX,u sont
entìeres, on voit en appliquant leLemme 4.0.1que l’expression〈T, ρ�(w)ϕ〉 est entìere en
� pour toutw ∈ S(g), où l’on a identifíe S(g) et U(g�) via l’isomorphisme de Duflo. En
posant:

πν0(X) = iρ−iν0(X) (5.2.6)

on obtient une famille (πν0) de repŕesentations de (A, ∗ν0) dansM vérifiant les conditions
de laProposition 3.2.1(avecR = +∞). En appliquant laProposition 3.2.1et leThéor̀eme
3.3.1on a donc structure de module topologiquement libre faiblement convergent de rayon
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infini fortement unitaire surM = M[[ν]]. L’expression de la représentationπν de l’algèbre
déforméeA dansM s’obtient comme suit : pour toutX ∈ g on a:

πν(X)ξ(t) =
d/2∑
u=1

iaX,u(−iνt) ∂ξ
∂tu

(t) + aX,0(−iνt)ξ(t) + ν

2

d/2∑
u=1

∂

∂tu
aX,u(−iνt)ξ(t),

(5.2.7)

et l’action d’unélément deA s’obtient via l’identificationA = Uν(gC) donńee par l’isomor-
phisme de Duflo.

5.3. Calcul de la vari´eté caractéristique

Théorème 5.3.1.Soientg une algèbre de Lie résoluble exponentielle,f un élément deg∗
et h une polarisation réelle enf . Soitd la dimension de l’orbite coadjointe def , soitK
un compact deRd/2 d’intérieur non vide. Soitπν la représentation de l’alg`ebre déformée
A dans le module topologiquement libre convergentM = C∞

K (Rd/2)[[ν]] construite au
Paragraphe 5.2̀a partir de ces donn´ees. Alors,

V (πν) = f + h⊥.

En particulier, sih vérifie la condition de Pukanszky on aV (πν) = H.f .

Démonstration.Faisantν = 0 dans(5.1), on obtient:

π0(X) =
d
2∑
u=1

iaX,u(0)
∂

∂tu
+ aX,0(0).

D’après leLemme 5.1.4on a donc:pi0(Xj) = −i ∂
∂tj
, j = 1, . . . , d/2

π0(X) = 〈f,X〉pour toutX ∈ h.

L’annulateur deπ0 est l’idéal deS(g) engendŕe par lesX− 〈f,X〉, X ∈ h, d’où l’ égalit́e:

V (πν) = f + h⊥.

5.4. Le cas nilpotent

Dans lesExemples 4.1et4.2la varíet́e de Poisson caractéristique cöıncide avec l’orbite
coadjointe. Cette propriét́e se ǵeńeraliseà toute repŕesentation unitaire irréductible d’un
groupe nilpotent : soitg une alg̀ebre de Lie ŕeelle nilpotente de dimensionn. Soitf ∈ g∗,
soith une polarisation ŕeelle enf et soitρ� la repŕesentation unitaire du groupe simplement
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connexeG� = expg� donńee par la construction du,Section 5.2. Elle est irŕeductible car
h vérifie toujours la condition de Pukanszky dans le cas nilpotent. L’orbite coadjointe
Of ⊂ g∗ est une sous-variét́e alǵebrique, donńee par l’annulation de polynômesà valeurs
réelles (Qj)j=1,...,n−d où d désigne la dimension de l’orbite.

Soitτ l’isomorphisme de Duflo, qui se réduit ici à la syḿetrisation. D’apr̀es le th́eor̀eme
2.3.2 de[35] (adapt́e ici à nos conventions de signe dans la définition du caract̀ereχf ),
l’annulateur deρ� dansU(g�) est l’idéal engendŕe par lesuj avecτ−1(uj)(η) = Qj(iη). On
voit alors que l’annulateur de la représentationπν de l’algèbre d́eforméeA est engendré
par lesQj. L’id éal AnnπνC/(AnnπνC ∩ νA) deS(g) est donćegalement engendré par les
Qj, d’où l’ égalit́e entre l’orbiteC et la varíet́e de Poisson caractéristique. On a donc:

Théorème 5.4.1.Avec les notations ci-dessus,

VA(πν) = C.

Remarque: ce th́eor̀eme est en ǵeńeral faux pour un groupe résoluble exponentiel non
nilpotent, comme le montrent lesExemples 4.3et 4.4. Dans ces deux exemples la variét́e
de Poisson caractéristique est́egaleà la fermeture de Zariski de l’orbite.
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